CAPITULO 12

REGRA DA CADEIA

12.1 Introducao

Em aulas passadas, aprendemos a regra da cadeia para o caso particular em que se faz
a composicao entre uma funcao escalar de varias variaveis f e uma funcao vetorial de
uma variavel real g. Vamos aproveitar para rever este resultado.

TEOREMA 12.1.1: (Regra da Cadeia - composi¢ao de uma fungao escalar
de varias varidveis com uma fungao vetorial de uma variavel real) Considere
as fungoes f : Dom(f) C R?» - R e g : Dom(g) C R — RP. Suponha que f
é diferencidvel no aberto A C Dom(f) C RP e que a funcdo g é diferenciavel no
intervalo aberto I C Dom(g) C R. Além disso, suponha que g(t) € A, para todo
t € I C Dom(g). Nestas condigoes, a funcao f o g é diferenciavel em I e

(fog)(t)=Vf(g(t)-g'(t), tel,

onde (+) é o produto escalar e ¢'(t) é o vetor derivada de g em ¢.

Vamos agora aprender a regra da cadeia na sua forma geral.
12.2 Regra da Cadeia

A regra da cadeia para funcoes vetoriais de varias varidveis preserva o mesmo enunci-
ado simples que vimos em Caélculo 1A, onde o produto comum é substituido por um
produto matricial. Entretanto, é importante ressaltar que devemos tomar cuidado com
as dimensoes.

TEOREMA 12.2.1: (Regra da Cadeia - Fungoes Vetoriais de Varias Variaveis)
Considere as fungoes F': Dom(F) C R — R™ e G : Dom(G) C R™ — RP. Suponha
que Im(G) € Dom(F) e seja Xy € A(aberto) C Dom(G). Neste caso, se G é uma
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fungao diferencidvel em Xy e F' é uma funcao diferencidavel em G(Xj), entao a fungao
FoG:Dom(G) CR* — R™ é diferenciavel em X, e

D(F o G)(Xo) = DF(G(X))).DG(Xo),

onde (.) é um produto entre matrizes.

Observagao 12.2.1: Observe que DF(G(Xy)) € Myxp, DG(Xo) € Mpxn € D(F o
G)(XO) S men-

Vamos comecar os exemplos enquadrando-os primeiro em casos particulares. Iniciare-
mos com o exemplo visto na introducao.

12.3 Primeiro Caso Particular: n=1em=1

Neste caso, temos que f e g sao as seguintes funcgoes:

f:Dom(f)CRF — R
X = (21,29,...,xp) —  f(X)=f(z1,29,..., 7))

g:Dom(g) CR — RP
t = g(t) = (91(8), 92(1), -, gp(t))

Desta forma, temos que

D) = (5200 gL o Lo ) em,
g}(t)
Dy(t) = 92:(” € M.
9p(t)

Vamos entao considerar a composta f o GG, que é dada por

(fog)(t) = flg(t)) = f(91(t), g2(t), -, gp(1))-

Vamos ainda definir a funcao h, conforme dado abaixo,
h(t) = (fog)(t) = f(9(t)) = F(g1(t), ga(t), .., gp(1))-
Observe que h é a fungao real de variavel real dada por

h:Dom(h) CR — R
t = h(t) = f(9:(1), 92(), - 9p(1))
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de modo que A/(t) é um escalar (h'(t) € Mix1).

Para determinar h/(t), aplicamos a regra da cadeia e encontramos que

HW = DIa)Do0) = ( Fot) Fh) - g ). |

= 5p WG () + 959 ())gz(t)+~~+8—%(9(t))g;(t)'

Conforme ja vimos na aula de fungoes vetoriais de uma varidvel real é conveniente
considerar a matriz coluna Dg(t) como um vetor e desenhd-lo com sua origem no
ponto imagem ¢(t). Pois, neste caso, quando nao é nulo, o vetor Dg(t) fornece o
vetor tangente a curva imagem da fungdo ¢g no ponto g(t). Procedendo entao desta
forma, observe que se escrevermos Dg(t), que é uma matriz p X 1, como um vetor,
ie. g'(t) = (g1(t), 95(t), .., g,(t)) (conforme feito na aula de fungdes vetoriais de uma
variavel real), podemos escrever h’ como

W(t) = Df(g(t).g'(t)=Vf(g(t) ¢ ),

onde o primeiro produto (.) é um produto entre matrizes e o segundo produto (-) é
o produto escalar. Observe que, para nao sobrecarregar a notacao, é necessario ter
atengdo com o significado de ¢(t), pois, dependendo do contexto, ele pode ser uma
matriz p X 1 ou um vetor.

Escrita da forma acima, temos que a regra da cadeia para a composta entre uma
funcao escalar de varias variaveis f e uma funcao vetorial de uma variavel real g, toma
exatamente o formato visto como um caso particular da regra da cadeia, conforme
mencionado anteriormente.

Como ja exercitamos bastante este caso particular, vamos passar ao proximo caso par-
ticular.

12.4 Segundo Caso Particular: n=2, m=1e p=2

Neste caso, temos que f e G sao as seguintes funcoes:
f:Dom(f)CR* — R
(z,9) = f(z,y)

G :Dom(G) CR? — R?
(u,v) = G(u,v) = (z(u,v), y(u,v))
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Desta forma, temos que

0 0
Dien) = (G G ) e M
e
9, 0
T () 5o ()
DG(“? U) - 9 € Mayo.
Fa(uv) Si(u,v)

Vamos entao considerar a composta f o GG, que é dada por

(f © G)(u7v) = f(G(va)) - f(ac(u, U)7y(uvv))

e vamos definir a fung¢ao h como

h(uvv) = (f © G)(“?”) = f(G<u> U)) = f(x(%'u)vy(u:v))'

Observe que h é a funcao real de duas variaveis reais dada por

h:Dom(G)CR* — R
(u,v) = h(u,v)

de modo que Dh(u,v) € Miys.

Portanto, pela regra da cadeia, segue que

Dh(u,v) = Df(G(u,v)).DG(u,v)

% ) Lu,v)
ou" ov
= ( g—f(x(u,v),y(u,v)) g_f(l‘(u7v)7y(u7v)) )
x Yy oy dy
%(U,U) %(Ua“)
dy of Ox of dy

_ (af oz af

%(%y)%(%@ + 8_y<x’y)%(u’v) %(%y)%(uav) + @(m’y)%

Como a derivada da funcao

h:Dom(G)CR* — R
(u,v) = h(u,v)

¢ dada pela matriz

oh oh
— — € Mo,
u,v) 5 (u,v) ) 1x2

temos que
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Stue) = G0yl o) G w0 + 5 ) st Ghwe) ()
) = Sl (e 0).ylu o) 5 0) + S ((a0) ) S ) (2)

Observacao 12.4.1: Observe que, para facilitar a memorizacao, também podemos
expressar em palavras os resultados obtidos em (1) e (2) como:

“ derivada parcial de h com respeito a variavel u é IGUAL derivada parcial de f com
respeito a sua primeira variavel (avaliada em G(u,v)) VEZES a derivada parcial com
respeito a variavel u da fungao que ocupa a posigao da primeira variavel MAIS deri-
vada parcial de f com respeito a sua segunda varidvel (avaliada em G(u,v)) VEZES a
derivada parcial com respeito a varidavel u da fungao que ocupa a posigao da segunda
variavel.”

“ derivada parcial de h com respeito a variavel v é IGUAL derivada parcial de f com
respeito a sua primeira variavel (avaliada em G(u,v)) VEZES a derivada parcial com
respeito a variavel v da fungao que ocupa a posicao da primeira variavel MAIS deri-
vada parcial de f com respeito a sua segunda varidvel (avaliada em G(u,v)) VEZES a
derivada parcial com respeito a variavel v da funcao que ocupa a posicao da segunda
variavel.”

Exemplo 12.4.1: Seja h(u,v) = f(u? + v?,uv), onde f é uma fungao diferencidvel.
Determine as derivadas parciais de h em funcao das derivadas parciais de f.

Solugao: Vamos introduzir a fungao vetorial G(u,v) = (u* + v* uv), de modo que
h(u,v) = f(G(u,v)) = f(u?+v* uv). Observe que a funcao vetorial G é diferencidvel,
uma vez que suas fungoes coordenadas sao diferencidveis, pois sao fungoes polinomiais.
Além disso, temos que f é uma funcao diferencidavel, por hipétese. Desta forma, pode-
mos aplicar a regra da cadeia.

1% Opcgao: Nesta primeira opcao, vamos calcular todas as multiplicagoes matriciais
envolvidas na regra da cadeia. Para o calculo de D f, vamos supor que f é funcao das
varidveis x e y, i.e. f = f(z,y). Neste caso, aplicando a regra da Cadeia, temos que

Dh(u,v) = Df(G(u,v)).DG(u,v),

onde
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2u 2v
DG(u,v) = ( )

de modo que

prw ) = (G pwe) G et )

Desta forma, segue que

Dh(u,v) = Df(G(u,v)).DG(u,v)

2u 2v
(%( 2+ 0% o) g_]yf( 2+ 0% ) )( o )

— ( 2u %(m,y) +v g—zjj(:v,y) 2v %(x,y) +u g_g@?y) ) :
Resulta portanto, que

%(u,y) = Qu%( 2+v2,uv)—|—vg—£( 2+ 0% uv)

%(u,v) = QU%( 2+U2>UU)+UZ_£(U2+“2’“U)'

2% Opgao: Como segunda opc¢ao, vamos aplicar diretamente os resultados obtido em
(1) e (2). Para esta solu¢ao, vamos continuar supondo que f é funcdo das varidveis x
ey, e f= f(x,y). Desta forma, temos que

oh _Of 2 d ., 2 6_f 2 2 2
%(u,v) = 8:10( —i—v,uv)au(u +U)+ay( —|—v,uv)8u(uv)
_ ﬁ 2 2 ﬁ 2 2
— 2u8x( —|—v,uv)+vay( + v%, uv)
oh _Of 2 J, 4 2 8_f 2 2 ﬁ
8U(u,v) = (9x( +v,uv)av(u +v)+3y( —I—v,uv)av(uv)
B of 5 o of 5 o
= 2U3x< —i—v,uv)—i—uay( + v%, uv).
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Exemplo 12.4.2: Seja g(u,v) = f((uv)?, Vevt?) onde f é uma fungao diferencidvel.
Determine as derivadas parciais de g em funcao das derivadas parciais de f.

Solugao: Vamos introduzir a fungao vetorial H(u,v) = ((uv)? ve"t?v), de modo
que g(u,v) = f(H(u,v))= f((uv)? veut?). Observe que a funcao vetorial H é dife-
renciavel, uma vez que suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis, pois sua primeira
funcao coordenada é uma funcao polinomial e sua segunda fungao coordenada é for-
mada pela composta da func¢ao raiz quadrada com uma exponencial e com uma fungao
polinomial. Além disso, temos que f é uma funcao diferencidvel, por hipétese. Desta
forma, podemos aplicar a regra da cadeia.

1% Opcao: Nesta primeira opcao, vamos calcular todas as multiplicacoes matriciais

envolvidas na regra da cadeia. Para o calculo de D f, vamos supor que f é funcao das
varidveis = e y, i.e. f = f(z,y). Neste caso, aplicando a regra da Cadeia, temos que

Dg(u,v) = Df(H(u,v)).DH(u,v),

onde
0 0
Dg(u,v) = ( 8—z(u,v) a—i(u,v) ) ;
2uv? 2uv
DH(U7U> - eu+2v 26u+2v
21 /€u+2v 21 /€u+2v
Quv? 2uv
- £/ pu+2v
€ " eu—i—?v
2
e

de modo que

DIG) = ( Ghtetuohun) Gt )
af 2 u+2v ﬁ 2 u+2v
- ( Fhworvem) Lo, verm) ),

Desta forma, segue que

Dg(u,v) = Df(H(u,v)).DH(u,v)

of 2 /out2v % 2 \Jeut2v
= ( %((uz}) ,Vert2y) 8y((uv) , Vert) ) Veut2v
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Resulta portanto, que

% (40) = 2002 U ((uoy?, ey 4 VI O (2 e

ou ox 2 0Oy
@ — 2 g 2 u+2v u+2v g 2 u+2v
av(u,v) = 2uv aw((uv) Veut2v) /e 6)y((uv) , Vewt2v),

2% Opcgao: Como segunda opcao, vamos aplicar diretamente os resultados obtido em
(1) e (2). Para esta solucao, vamos continuar supondo que f é funcao das varidveis x
ey, e f= f(x,y). Desta forma, temos que

29 ur) = S, Vo) 2 ((wef?) + S, e 2 (Ve

Ou Oz dy u
8 ey 21}8
= 2 G (), V) 4 E S (), Ve
t Y
) = (w0 Ve S (o)) + G (o, Verm) (Ve
0 0
= 20 O (e Ve ) 4 Ve O (g, Ve,

Exemplo 12.4.3: Seja h(z,y) = f(y*+g(x,y),1+g(1,z+y)), onde f e g sao fungdes
de classe C*.

a) Determine a—(x,y).
T
b) Sabendo que ¢g(1,0) =0 e g(1,1) = 2, mostre que

oh of of
5 (1.0) = =0, S)ax(l 0) + 3_(0 3)ay(1’1)‘

Solucao:

a) Vamos introduzir as fungoes vetoriais W(z,y) = (v*> + g(z,y),1 + g(1,z + y)) e
K(z,y) = (1,2 + y) e a funcao real l(x,y) = g(K(z,y)) = g(1,z + y) , de modo que
h(u,v) = f(W(z,y)) = f(y* + 9(z,9),1 +U(z,y)) = f¥* + g(z,9),1 + g(K(z,y)))
= f(y* + g(z,y),1 + g(1,x + y)). Como f e g sdo de classe C', por hipdtese, temos
que f e g sao diferenciaveis. Observe que a fungao vetorial W também é diferenciavel,
uma vez que suas funcoes coordenadas sao diferenciaveis. De fato, a primeira fungao
coordenada de W é a soma de uma funcao polinomial com a funcao g e a segunda
funcao coordenada de W é a soma da funcao constante 1 com a funcao [, que é uma
funcao diferenciavel, pois é a composta da funcao g com a funcao K, que também
é diferenciavel, pois suas fungoes coordenadas sao fungoes polinomiais. Desta forma,
como todas as fungoes envolvidas sao diferencidveis, podemos aplicar a regra da cadeia.

1% Opcao: Nesta primeira op¢ao, vamos calcular todas as multiplicagoes matriciais
envolvidas na regra da cadeia. Para o cédlculo de Df e Dg, vamos supor que f e g sao
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fungoes das variaveis z e y, i.e. f = f(z,y) e g = g(x,y). Neste caso, aplicando a regra
da Cadeia, temos que

Dh(z,y) = Df(W(x,y)).DW (z,y),

onde

Dhieg) = ( Gotew) G ),

% (y* + g(x,y)) a% (v + g(x,v))
DW (u,v) = 5 5
5 (LT Uz, y)) a—y(l +1(z,y))

dg dg

ol ol
%(%y) a—y(a:,y)

0 0
Df(r,y) = ( a—i(x,y) @—‘g(x,y) ) :
de modo que

DIWa) = ( GH0 el ) G+ gt 1+ 1) )

dy
of

= (%(y2+g(f€,y),1+g(l,x+y)) g—z(y2+g(x,y),1+g(1,x+y)))'

Desta forma, segue que
Dh(xz,y) = Df(W(x,y)).DW (z,y)
0

ol ol
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Resulta portanto, que

ey = W) e+ Z Wi o)

o 0
= L gl 1) ) +

S0 g 14 100) Se)

e = L) (e e+ Lo oy
= %(y2+g(fc,y),l+g(l,x+y)) (2y+§—;(ﬂc,y)) +

of ., ol

oh
Como estamos somente interessados em I podemos abandonar o calculo de 0
x

Y
. . . ) ol .
Mas, para determinarmos £ precisamos ainda determinar a—(x,y) Devemos entao
x x

aplicar novamente a regra da cadeia. Para isto, temos que

Dl(z,y) = Dg(K(z,y)).DK(z,y),

onde

0 0
8_90(1) 8_y<1>
DK (u,v) = 5 5
%($+y) a—y(x+y)
0 0
o\ 1)

Dg(z,y) = (%(Ly) a—y(:c,y)),
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de modo que

Do) = ((Ghwtn Paty ),

Desta forma, segue que

Dl(z,y) = Dg(K(z,y)).DK(z,y)

00
Yk 29k
- (g gy )
00
(P P

_ (99 9y
= (Parn Paarn ).

Resulta portanto, que

0
Uma vez que determinamos que a—(x, y) = a—g(l, x +y), voltando entao & equagao de
T )
oh

—, obtemos que

ox

oh of

S (1Y) = %(?f +9(2,y), 1+ 1(z,y)) %(N/) +

5 0
+a—‘£(y2 +9(z,y), 1 +1(2,9)) a—i(%y)

o 0
— 8_£(y2 +g(z,y), 1+ g(l,z+y)) —g(%y) +

ox
3f 2 89
+8y( +9(z,y),14+v) ay(l,:r+y)

2% Opcgao: Como segunda opc¢ao, vamos aplicar diretamente os resultados obtido em
(1) e (2). Para esta solugdo, vamos continuar supondo que f e g sdo fungoes das
variaveis = e y, i.e. f = f(z,y) e g = g(x,y). Desta forma, temos que
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%(m,y) = g_f(gf+g(x7y),1+g(1,x+y))a%( S+ g(wy) +
Z?J;(y +g(z,y), 1+ g(L,z +y) §<1+9<1 T +Y))
— gf(y +g(z,y),1+9(1,z +y)) m( g9(z,y)) +
+g‘£(y2+g(x,y) 1+g(1, 37‘1‘?/))8&( (L2 +y))
= a—f(y +9(z,y), 1+g(1,x+y)>g—g( y) +
+%(y2+g(:v,y) 1+ g(1, x—l—@/))aﬁ( (Lz+y))

0
Para calcular 8—(g(1, r + y)), devemos novamente aplicar a regra da cadeia. Desta
T

forma, temos que

0 Oy 0 dg 0
pLe+y) = 5 (Laty)z-(1)+ ay(l,x+y)ax(x+y)
g
- ZZq :
8y( T +Y)
Podemos concluir entao, que
oh _Of dg
o () = 5y g(z,y), 1+ g(La +y)) o (z,y) +
Of o Jg
+8y(y +g(x,y),1+g(1,x+y))ay(1,x+y)-
b) Substituindo os valores dados na equagao acima, temos que
oh B 8f [ 8f Jg
_of of
= (%(0 3)a (1, O)+8_(O 3)a (1,1)

Exemplo 12.4.4: Seja g(u,v) = f(u® + v% u*v), onde f é uma fungao de classe C?.
a) Determine as derivadas parciais de g em funcao das derivadas parciais de f.

b) Determine a derivada direcional de g no ponto (1, 1) na dire¢ao do vetor @ = (1, —1),
0 0
sabendo que a—£(2, 1)=3e 8_;;(2’ 1) =5.

2
¢) Determine 8_g em funcao das derivadas parciais de f.
u

Solugao:
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a) Vamos introduzir a fungao vetorial h(u,v) = (u® + v, u*v), de modo que g(u,v) =
f(h(u,v)) = f(u* + v%u?v). Como f é de classe C?, por hipdtese, temos que f é
de classe C! e, portanto, diferencidvel. Observe que funcao vetorial h também dife-
renciavel, uma vez que suas fungoes coordenadas sao diferenciaveis, pois sao funcoes
polinomiais. Desta forma, podemos aplicar a regra da cadeia e aplicar diretamente
os resultados obtido em (1) e (2). Supondo que f é fungao das varidveis = e y, i.e.

f = f(,y), temos que

dg _ O e a0 O oy O sy s O,
au(u,v) = 835( + v, u v)au(u +v )+ay( + v, u v)au(u v)
_ Of 2, 2 o Of 2, 2 2
= 2u8$( —I—v,uv)—l—Zuvay( + 0%, u).
e
99 IS A R R NN <A ST NN ) A ST S ¢
8'1)(/&’1}) - ax( +U7uv>av(u +v)+ay< +U,U'U)av<u U)
Of 2 2 2 20f 9 2 o
= w2l <l .
vax(u + v, utv) +u ay(u + v*, uv)
b) Como g é uma fungao diferencidvel, temos que
of _
—=(1,1) = 1,1)-
57 L1 = Vg(L.1)-a
Jdg dg 1 1
- (Yo, Zay) (==, ——).
(Gron gr0n)- (75— 73)

. - 99 9g : :
Substituindo (u,v), por (1,1) nas equagoes de a—(u, v) e a—(u, v) obtidas no item (a),
encontramos que N !

Jg of of
—(1,1) = 2—=(2,1)+2=—-(2,1
D) = 25D +2E e
dg _ L of af
(%(1,1) = 28x(271)+ 8y(2,1).

Desta forma, substituindo os valores dados, temos que

dg

— (1.1 — 10=1
5(1L1) = 6410=16
dg

“(1.1) = —11.
S (L1 = 645
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Portanto,

ZL(1,1) = Vg(1,1) @

G g0 G )

- v ()
16 11

V2

Sl e

c¢) Observe que, como g(u,v) = f(h(u,v)), onde h(u,v) = (u? +v% u?v), temos que g é

de classe C?, pois f é de classe C? | por hipdtese, e h é de classe 02, pois suas fungoes
2
~ . g . .
coordenadas sao de classe C?. Sendo assim, sabemos que —= existe. Para determinar

ou?
82

dg
vamos derivar —=. Desta forma, utilizando o resultado obtido em (a), temos que

og
ou?’ ou
@(u,v) _ 2 (@> (u,v) = 0 (2u8—f(u + 02, u?v) + 2uw g—f(u + 02 u v))

ou? Ju \ Ou ou ox Yy
2 of of |
Como f é de classe C*, temos que 91 e 9z sao de classe C'" e, portanto, diferenciaveis.
x. Ox

Portanto, podemos aplicar a regra da soma, a regra do produto e a regra da cadeia
mais uma vez. Desta forma, temos que

D%g 9, of of

5 —(u,v) = " (2u£(u + 0% uv)+2uva—y(u + v? uv))
_ 9 af Of 2 2 2
= 5 (QU&U(U + 02, uv)—l—quay(u + 0% uv) | .

of

0
Vamos entao aplicar a regra da cadeia para calcular separadamente — 5 ( 3 (u? + v? u%))
u \ Oz

e 9 <af(u + v? u%)). Desta forma, temos que

ou \ dy
(,% <g£(u + 02 u%)) = 81]; (u® + v* UQU>8au (u® + v?) + 863/25; (v +v° u%)aau(u%)
= 2u %(u + 02, u?v) + 2uv aagx(ﬁ + 0% u?v)
e
(% <%(u2 + UQ,UQU)) = aefgy(UZ + UQ,UQU)%(UQ +v?) + (;J;(u + 02 u U)ﬁu(UQU)

o0 f
oxdy

52
= 2u——(u*+v%u v)+2uva ‘é(uQ—l—vz,uQv).
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o < ~ O (Of o2, 2 2 O (Of 5. 2 2
Substituindo entao as expressoes de 50 <8x< + 0% uv) | e 50 8y( + v%, u*v)

encontradas, temos

2 2 2
% = 2%( 2 0% ut) + 2u (2u%(u2+02,u2v)+2uv 0ygx<U2+UQ’U%))+
Of 2 2 2 Pf 5 2 o Pf 5 2 o
20— 2 2 2uv — .
+vay( + 0%, uv) + 2uv “axay(“ + v uv) + uv8y2( + v*, uv)

Q©

Exemplo 12.4.5: Seja h(z,y) = f(3 + 2%y, f(y,23)), onde f é uma fungao de classe

o
oh
a) Determine a—(m,y) e a—(x, y) em fungao das derivadas parciais de f.
z )

b) Conhecendo os valores abaixo, determine a equacao do plano tangente o grafico de
h no ponto (1,2, 4).

_ _y Yoy=g Ysay—6 Y=
f(2,1) =3, f(5,3) =4, a£(2,1)-4, 8:15(5’3)_6’ (‘3@/(2’1)_2 e

of ..
oy 53 =1

Solucao:

a) Vamos introduzir as fungoes vetoriais g(z,y) = (3+22%y, f(y,2%)) e g1(z,y) = (y, 2*),
de modo que h(z,y) = f(g(z,y)) = f(3 + 2%y, flai(z,y))) = f(3 + 2%y, f(y,2°)).
Como f é de classe C!, por hipdtese, temos que f é diferencidvel. Observe que a
funcao vetorial g também ¢ diferencidvel, uma vez que suas funcoes coordenadas sao
diferenciaveis. De fato, a primeira funcao coordenada de g é uma fungao polinomial
e a segunda funcao coordenada de g é a composta da funcao f com a funcao g;, que
também é diferenciavel, pois suas funcoes coordenadas sao funcgoes polinomiais. Desta
forma, podemos aplicar a regra da cadeia e aplicar diretamente os resultados obtido em
(1) e (2). Vamos supor que f é funcao das varidveis z e y, i.e. f = f(x,y), e calcular

inicialmente s Neste caso, temos que

T
Oh 0
Tey) = @+ I

+?9_£(3 + 2%y, fy,2%) 7~ (f(y,2°))

0
= 2xy 8—£(3 + 2%y, f(y, 2°

OF (3 4 %y, fly,2%)

Yoy

0
Para calcular 8_( f(y,x?)), devemos novamente aplicar a regra da cadeia. Desta forma,
x

temos que

0 0 0 0
e = Lo+ Ty
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Podemos concluir entao que

Oh 0

9 0

+a—£(3 + 2%y, f(y, 3:3))%00(% z?))
9

= 20y P34y, fly %) +

of

+322
dy

3 +w2y,f<y,w3))g—£(y,x3)-

0
Vamos calcular agora 0 Neste caso, temos que
Y

Sy = ey fa >>a< ) +
@y ) 5 )
= 2 gy fa s
ey ) (10
Para calcular a%( F(y,2)), devemos novamente aplicar a regra da cadeia. Desta forma,
temos que
) = ZuaLw+ F e @)
= Yy
Podemos concluir entdo que
o = o e ) -
2o 1) )
= 2 Ly fa s
B ) G )

b) Temos que a equagao do plano tangente ao grafico de h no ponto (1,2,4) é dada por

oh oh
= h(1,2) + =—(1,2)(z — 1) + —(1,2)(y — 2).
2 = LD+ T LDE -1+ 5 (L2 -2)
Como o ponto (1,2, 4) pertence ao grafico de h se e s6 se h(1,2) = 4, para encontrarmos
a equacao do plano tangente ao grafico de h no ponto (1,2,4), basta encontrarmos
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—(1,2) e =—(1,2). Sendo assim, vamos substituir os valores dados nas equagcoes de
gh (‘;h
£z Y
oh Oh .
— e —) encontradas acima. Desta forma, temos que
or 0Oy
oh B af g of
_ 0f of of
= 48 (53)—1—3(9 (53)8y(2,1)
= 4.6+3.2.1)
= 30
e
oh B af of of
_ 8f Of 5 59f
= 6 —I— 1.4
= 10.

Portanto, temos que a equagao do plano tangente ao grafico de h no ponto (1,2,4) é
dada por

z = 4430(x—1)+10(y — 2).

12.5 Exemplos Gerais
Vamos agora fazer alguns exemplos envolvendo composicoes de fungoes mais gerais.

Exemplo 12.5.1: Sejam f (z,y) = (2%, zy), h(u,v) = (wv , u?), g :
rencidvel e F' = hogo f. Calcule DF (2,1) sabendo que g (4,2) = (3,1), 9 (2,1) = (4,2)

e que Dg (4,2) = <(1) \7/%) e Dg(2,1) = (? éﬁ)

Solugao: Pela regra da cadeia, temos que
DF(Q’l) = Dh(Q (f(2,1))) ) Dg(f (271)) -Df (271)'
Como f(2,1) = (4,2), temos que g (f(2,1)) = g(4,2) = (3,1) e Dg(f(2,1)) =

Dg(4,2) = <(1) \7/%) . Desta forma, segue que

DF(2,1) = Dh(3,1)-((1) \%)-Df(Z,l).
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Além disso, temos que Dh(u,v) = (21; 8) e Df (z,y) = (2;: 2), de modo que

h'(3,1) = (é g) eDf(2,1) = (le g) Segue portanto que
1 3 0 4 0
oran - (.0 ) (]
(1 3 T 2m
- <6 0>'<4+\/§ 2\/5)
(124 3V2 2+ 62
N 6m 127 '

Exemplo 12.4.2: Considere a fungao f(u,v) = (v, 20? —6u? , 3uv , u>+v?). Seja
g : R* — R? uma funcao de classe C! e seja I a funcao definida por F = go f.

a) Determine DF(1,2), sabendo que ¢(2,2,6,5) = (2,3) e que Dg(2,2,6,5) é uma

—2 2

dos e (=2 -1 -1 2 -1 1
as matrizes a seguir: 9 1 1 -3 ou _1 1
2 -3

b) Determine a fungao afim que melhor aproxima F' numa vizinhanga do ponto (1,2).

Solucao:

a) Em primeiro lugar, observe que g é uma fungao de classe C*, por hipétese, o que
significa que g ¢ diferencidvel. Da mesma forma, temos que f é de classe C!, pois suas
funcoes coordenadas sao polinomiais, o que significa que f também é diferenciavel.
Sendo assim, como f e g sao diferenciaveis, temos que F' = go f é diferenciavel e, além
disso, podemos aplicar a regra da cadeia para obter DF'(1,2). No Exemplo 12.4.2,
obtivemos que

DF(1,2) = Dg(f(1,2))-Df(1,2)

Como f (1,2) = (2,2,6,5), temos que Dg (f (2,1)) = Dg (2,2,6,5) = ( _g _1 _1 _?))

pois, como ¢ : R — R?, temos que Dg(2,2,6,5) € Mayy. Desta forma, segue que

-2 -1 -1 2
_ ( 2 _3>-Df(1,2).

3t ud 6

—12u 4v —12
2 3u , demodo que Df (1,2) = 6

2u  2v 2

Além disso, temos que D f (u,v) =

A 00—



Cadlculo 2B - Notas de Aula (em construgcdo) - Prof® Denise 2018-2231

Segue portanto que

—2
DF(1,2) = ( > 1 _3)~Dfuj)
1
(-2 -1 -1 2 ~12 8
- 2 1 1 -3)| 63
4

()

b) Temos que a transformagao afim que melhor aproxima a fun¢ao F' uma vizinhancga
de ponto (1,0) é dada por
L(u,v) = F(1,2)+ DF(1,2)- ( z:% ) , (u,v) € R

Ja calculamos DF (1,2) no item anterior. Falta calcularmos F'(1,2).

F(1,2) = ¢g(f(1,2))=9(2,2,6,5) = (2,3).

) (0 7))

2
3
2 —2(u—1) —5(v—2)
)+ ()

(
(

_ ( 2%111%H10)
(-

Segue, portanto, que

L(u,v) =

2u—Hv+ 14 2
vt 1 ), (u,v) € R



